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Вопрос определения прогрева тел конечных размеров давно привле­
кал и привлекает внимание многих ученых. Последнее объясняется тем, 
что решение дифференциального уравнения теплопроводности вида
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представляет большой принципиальный интерес, а умение рассчитывать 
прогрев тел конечных размеров является непосредственным требованием 
практики.
В настоящее время имеется ряд методов, которые, несмотря на 
определенные недостатки, указывают пути решения пространственной 
задачи и дают возможность находить температурное поле в том или 
ином приближении. Одним из таких методов является метод сеток или, 
что то же, метод численного интегрирования дифференциального урав­
нения теплопроводности [I]. Применение этого метода при довольно 
большом объеме числовых операций позволяет получить достаточно точ­
ные результаты подсчетов [2].
Теоретический интерес представляет решение дифференциального 
уравнения теплопроводности для трехмерного поля, полученное
Н. Ю. Тайц [3], который дал его для параллелипипеда в форме:
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Здесь 2s; 2В; 2L — стороны параллелепипеда; <р (т) — закон измене­
ния температуры на поверхности; F (х, у, г) — начальное распределение 
температуры; I, т, п — характеристические числа. Приведенное решение 
представляет в общем виде температурное поле параллелепипеда в лю­
бой момент времени для граничных условий первого рода. Д ля получе­
ния значений температуры при пользовании этим соотношением необхо­
димо знать закон tn =  ср (т) и произвести ряд интегрирований, что мо­
жет быть более или менее затруднительным в зависимости от вида функ­
ции ф (т).
Следует заметить, что обоснованные решения для двух- и трехмер­
ного нестационарного поля были предложены еще в 1919 году Вильям­
соном и Адамс [4] для случая бесконечно большого коэффициента тепло­
отдачи. Позднее в 1932 году, для коротких цилиндров при граничных 
условиях третьего рода подобный вопрос был исследован Гольдштей­
ном [5].
Оказывается, что короткие цилиндры, призмы прямоугольного сече­
ния или параллелепипеды можно рассматривать, как тела, образован­
ные взаимным пересечением перпендикулярных тел классической формы. 
Так, короткий цилиндр может быть образован взаимным перпендику­
лярным пересечением неограниченной пластины и бесконечного цилинд­
ра. Параллелепипед — пересечением трех неограниченных пластин и 
т. п. Температурный критерий любой точки таких коротких тел может 
быть найден путем перемножения температурных критериев для соот­
ветствующих точек в телах бесконечного размера, пересечением которых 
образовано данное тело. Так, например, для параллелепипеда и корот­
кого цилиндра температурный критерий может быть вычислен согласно 
выражений:
где: Ѳ ^; Ѳ#2; Ѳ^3; 0 # — известные решения в критериях для неограни­
ченных пластин толщиною 2/?ь 2R 2; 2R 3; 2R\ Qr — известное решение 
для бесконечного цилиндра диаметром 2г. Справедливость выражения
(2) и (3) была подтверждена опытами Д. В. Будрина и Б. А. Красов- 
ского [6].
Если в соотношения (2) и (3) подставить вместо Ѳ их значения, то 
последние перепишутся для случая нагрева в форме:
которая соответствует как граничным условиям первого, так и гранич­
ным условиям третьего рода [7]. Здесь T (х, т), T х),
T (г, х) — известные решения для тел классической формы [7]. Пользу­
ясь соотношениями (2') и (3') можно найти температурное поле в парал­
лелепипеде и коротком цилиндре для указанных граничных условий.
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Одним из интересных методов определения температурного поля^в 
ряде тел конечных размеров является метод А. И. Вейника [7]. А. И. Вей- 
ник предложил расчетные соотношения для таких тел в виде известных 
решений для граничных условий третьего рода, в структуру которых 
вводятся специальные коэффициенты, учитывающие сложность конфи­
гурации исследуемого тела.
Для граничных условий второго рода при постоянном лучистом по­
токе расчетные соотношения были даны Иванцовым Г. П. [8] и 
Тайц Н. Ю. [9]. Способы расчета нагрева квадратного слитка были раз­
работаны Семикиным [10] и Линчевским [11]. Теория решения задач 
двух- и трехмерного поля при граничных условиях первого рода изложе­
на также в книге И. Снеддона [13].
Анализируя методы решения пространственной задачи, можно прид­
ти к следующему заключению:
1. Получить решение дифференциального уравнения теплопровод­
ности для различных граничных условий представляет большие труд­
ности.
2. Строгое решение задачи на основе имеющихся методов матема­
тической физики дает весьма сложный окончательный результат и тре­
бует знания ряда дополнительных факторов (например, закона измене­
ния температуры на поверхности и т. п.).
3. Из различных условий прогрева тел при распространении тепла 
более, чем в одном измерении, наиболее слабо изучен вопрос, связанный 
с расчетом температурного поля при граничных условиях второго рода, 
выраженных законом Стефана-Больцмана.
Все это дает возможность высказать мнение о том, что не всегда це­
лесообразно пытаться решать пространственную задачу чисто матема­
тически в таком виде, в каком она описывается дифференциальным 
уравнением (1). Правильнее в ряде случаев эту задачу решать техниче­
ски, пытаясь каким-либо образом учесть влияние второго и третьего из­
мерений. Поэтому мы решили отказаться от поисков чисто математиче­
ского решения условия (1), а сочли возможным попытаться найти такое 
решение, которое, не отличаясь по сложности от одномерной задачи [12], 
могло бы дать распределение температуры в телах конечных размеров 
при нагреве их под действием лучистого тепла. При этом, в первую оче­
редь, мы поставили своей целью определение лишь части температурно­
го поля в теле, пока лишь того участка, который совпадает с линией 
стока тепла в теле. Под линией стока тепла в теле понимается направле­
ние от центра тела до той точки поверхности, температура которой ос­
тается наименьшей по поверхности на всем протяжении процесса на­
грева.
Сущность предлагаемой методики расчета состоит в том, что состав­
ляющая расхождения градиента температуры вдоль линии стока тепла 
определяется как частное от деления расхождения градиента темпера­
туры на некоторый постоянный коэффициент, т. е. имеется в виду суще­
ствование зависимости
d2 T __ div  (grad - Т) , .
дх* ~  \  '
Тогда расхождение градиента температуры в формуле (1) может быть 
заменено по форме
д^Т д*Т д П  t д2Т / 5 х
дх* П ду2 dz  ^ дХ1
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и исходное дифференциальное уравнение примет вид
dIL
dz д х -
( 6 )
В том, что выражения (4), (5), (6) существуют, можно убедиться из 
рассмотрения прохода тепла через элементарный объем dV =  d x d y d z  
за дифференциал времени dr.
Фиг.
Согласно закону Фурье, количество тепла, проходящее за время dr 
в направлении оси х  через грань ABCD  (фиг. 1), равно
Qi =  —-X —  ^ d y -dz- d' 
дх
(7)
дТа через грань EFGH , имеющую температуру T  +  —  • d x , за то же вре­
мя равно
Q " =  — X —  ( т Ar ~ Т - dx) -dy- dz  - dz .
дх \ дх
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Тогда изменение тепла в объеме, в связи с переносом тепла вдоль 
оси X j будет
Qx =  Qx (а)
аналогично
Qy — Qv Qy (б)
Qz =  Q - Q l  (с)
Общее изменение количества тепла в элементе объема dz
за период dx равно сумме выражения (а), (б), (с), а именно:
dQ =  d Q x  + dQy -(- dQz,
или, что то же,
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Так как перенос тепла рассматривается за дифференциал времени
dx, то
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Согласно (7) и (8):
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или, что то же:
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т. e. получено выражение (6)
ill
Решая уравнение (6) для граничных условий, выраженных законом 
Стефана-Больцмана, получим распределение температуры вдоль линии 
стока тепла х, но с учетом распространения тепла так же и по другим 
измерениям (методику решения см. [12]).
Последнее для случая неизменных теплофизических характеристик 
имеет вид:
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Здесь ось X совпадает с линией стока тепла в теле и изменяется от 
О до R\ [2Ri — наименьшее измерение параллелепипеда].
Интегрируя выражение (9) от 0 до R h получим среднее значение 
температуры вдоль линии стока тепла в теле
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При этом расчетный интервал времени определяется из аналитико-эм 
лирических соотношений
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При I — I (11) и (12) переходят в соответствующие аналитические вы 
ражения для неограниченной пластины [12].
Выражения, аналогичные (9)-*-(12) для случая, когда теплофизи­
ческие характеристики вещества меняются в функции от температуры, 
могут быть представлены в виде (9') (12').
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Таким образом, используя выражения (9) (12) при известном
коэффициенте g можно найти распределение температуры вдоль линии 
стока тепла в параллелепипеде. Приближенное значение величины g 
можно найти из следующих рассуждений.
В настоящее время решен вопрос о прогреве параллелепипеда при 
граничных условиях первого и третьего рода. Следует заметить, что ре­
шение задачи для параллелепипеда, данное в виде произведения соот­
ветствующих температурных критериев (формула (2'), математически 
доказано [7] и подтверждено опытами [6]. Согласно формуле (2')
7(х,  у , Z A =  Tc-[ т ) ]  [ 7Iy- 1 Тс -  tALХ)1, ( 1 5 ) 
(Tc— T0)2
где T (ф, т), решения для неограниченных пластин, известны для гра­
ничных условий первого и третьего рода [7]. Эти решения для удобства 
можно представить в следующей сокращенной записи.
QO
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Cm. [12]-
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При этом для граничных условий Ьго и 3-го рода величины / „  ( ')  
и [>■„■ f m (т) и Pm ; Л  (т) и будут различны.
Дифференцируя дважды выражение (15) по х, получим:
(P T  ( x , y , z , z )  ^  д х 2   _ _ _ _ _ _
<?jc2 * ( T W o ) 2
Взяв далее вторую производную от выражения (15) по у , будем 
иметь:
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Учитывая выражения (а), (б), (в), последнее соотношение предста­
вим так:
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Для удобства записи это соотношение перепишем в следующем 
виде:
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Раскрывая ряды, получим:
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Произведя деление по правилу деления многочлена на многочлен, 
будем иметь:
Аналогично:
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Точно таким же путем находим:
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( 17)
Таким образом, для граничных условий первого и третьего рода 
существуют совершенно одинаковые по форме зависимости (16) и (17). 
Это позволяет полагать, что и для граничных условий, выраженных з а ­
коном Стефана-Больцмана, эти соотношения должны иметь место. С дру­
гой стороны, для граничных условий первого и второго рода характери­
стические числа не зависят от параметров, характеризующих процесс, и 
соответственно равны:
ft,=  ( 2 Ä - l  +  (я =  1 ,2 ,3 . . . )
■^п - п - к  1 , 2 , 3 . . . )
Поэтому для граничных условий первого и второго рода соотноше 
ния (16) и (17) примут вид:
(P T
ду2 ^  Д  2  7?]"
дх2 ’ дх*
(18)
Пользуясь соотношением (18), расхождение градиента температуры 
можно заменить по схеме:
д*Т , д*Т , д*Т, , ду* , z*_ \д*Т
дх* ' дуз d z *I
дх2 d x 2
а2г I , , , R\ \  д*т
( 1 - Г І2 +  1 ) дх2  —  [ I +  R 2 J д х .
следовательно,
R 21 , Z??
І2 
k2
Последнее выражение, являясь приближенным количественным со­
отношением коэффициента хорошо раскрывает качественную его сто­
рону. Оно показывает, что искомый коэффициент определяется отноше­
нием квадратов измерений тела. Практические расчеты, проведенные 
для граничных условий типа второго рода, подтверждали правильность 
структурной формы выражения (19), однако при условии, что под Rl  и 
R l  понимаются средние значения размеров тела, вычисленные из соот­
ношений:
R 2cp =  =  * 2+* 2+*?  = $  +  0)5/?2
2 2
Ы =  R»+Ri ^ -  _  J l f f e g  _ /Й + 0 ,5 /Й
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Тогда для параллелепипеда формула коэффициента |  принимает вид:
5 = 1  + I
R 21
R 2+ 0 , 5 R 2 R% +  0 ,5 R \
(20)
Из формулы (20) может быть получено значение данного коэффи­
циента для длинного бруса прямоугольного или квадратного сечения, 
куба, неограниченной пластины. Соответствующие формулы приведены 
в таблице 1.
Таблица 1
№№ 
п. п.
Соотношение
измерений Значение S
Расчет по выражениям 
(9)-(12) дает . . .
1 <  /?2 < <  OO
/?^+0,5/? | +0,5/? J
Температурное поле в 
параллелепипеде.
2 Rl <  #2 <  00
R 3 =  OO ?" 1 +  ■ / '  2 R 2+ 0,5 R2
Температурное поле в 
брусе прямоугольного 
сечения.
3 R 1 =  я 9 « Я з 5 =  2,332 Температурное поле в 
кубе.
4 R 1 — R 2] R3 =  оо 5 = 1 ,6 6 6 Температурное поле в 
брусе квадратного се­
чения.
5 R1 <  R 2- R 2=Z0O 5=1 Температурное поле в 
неограниченной пла­
стине.
6 R 0 <  R 1 или 
# з <  Ri
При данном обозначении изме­
рений S не имеет смысла.
Пиния стока тепла не 
совпадает с R і.
Проверка путем подстановки в уравнения, описывающие процесс, 
выражений (9) и (9') показала, что они удовлетворяют дифференциаль­
ному уравнению теплопроводности (6) и соответствующим условиям од­
нозначности.
На фиг. 2 показан прогрев стального параллелепипеда со сторона­
ми 0,2 X  0,4 X  ОД м . Кривая 1 (изменение температуры поверхности) 
и кривая 2 (центра) построены по формуле (9). Кривые V  и 2' построе­
ны для тех же условий методом перемножения температурных критери­
ев при апзл=22Ъ  ккал /м2час град.
IV
Дифференциальное уравнение (6) для короткого цилиндра можно 
представить в виде
— =%-а(— + — - (21)
дх \дг*  г  ' • '
О <  г< R 1 <  R 2; — <  <
где 2R2 — длина цилиндра.
Рекомендуемая формула для определения коэффициента g приведе­
на в таблице 2.
Проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям для параллеле­
пипеда, получим распределение температуры вдоль линии стока тепла г,
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Таблица 2
№№ 
п. п.
Соотношение
измерений Значение S Примечание
1 <  #2 < 00 5= 1+ -L.
2  д !+ 0 ,5 /? 2
Температурное поле в 
коротком цилиндре вдоль 
Ri.
2 R 1 = R 2 5 =  1,333 Температурное поле в 
коротком цилиндре вдоль 
R u
3 Ri < R2 = °о 5 =  1 Температурное поле в 
неограниченном цилинд­
ре.
R2 < Ri Коэффициент Ç теряет смысл. Линия стока тепла не 
совпадает с R \.
i'e
Фиг. 2. Прогрев стального параллелепипеда размером 0,2X 0,4X 0,6 м3 при 
А—30 ккал/м час. град. а=0,03 м2/час; СИзл = 4  ккал/м2час; 0K4.
-------------Расчетные данные изменения температуры поверхности и центра параллелепи­
педа, полученные по формуле (9)
То же по методу перемножения температурных критериев при аизл= 200  
ккал/м2час град.
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с учетом распространения тепла и вдоль оси г. Последнее для случая 
неизменных теплофизических характеристик имеет вид:
Т т (г) І О  _ ! _  і £ .
Tr 1 f. Tr
о е у  £'ci L  I cJO — \
’ R2. ^  Zc * f t !  ~ /?? )
1 / = 1
ОС
V
л==1 іѵ -М м т і)
о Г/г
Яі
і = т -  1
V  /  üw „  ^  (/+D
gc
I =  1
О V -;j. --/71;—-
§£1 £
• (т— і) Ç •
(9")
Здесь г совпадает с линией стока тепла в теле и изменяется от 0 до 
R I (2Ri — диаметр цилиндра).
Интегрируя выражение (9") от 0 до R і получим среднее значение 
температуры вдоль линии стока тепла:
7/г I   То_ I 2 içRi # £ az\
Tc ~  Tc ^  XTf ' /?? “ ( 10'
При этом расчетный интервал времени определяется из аналитико 
эмпирических соотношений:
0,0225. A-Tc - R 1
rDYm ^
g  А -а  
(I + £  +  2) - ( ^ ! - £Ѵ2)
g c i
„2 с ÛT‘ сю — J j - - D  TT
2 E е  "
Я-1
( 11")
( 12")
При |  =  1 (И ")  и (12") переходят в аналогичное выражение для беско­
нечного цилиндра [12].
Выражения, аналогичные (9") — (12") для случая, когда теплофи­
зические характеристики вещества меняются в функции от температуры, 
могут быть представлены в виде
TJr)
Tc
I о 
Tc
gc-R i
P - T c
i=m
O1XL у  . J l  JL  . Sçjl .
'  R 2. ^  g c  Ci 4 
1 1 = 1
OO
1 _ 2  Д \ _  V 2
i - m —  I
S
i  =  I
Я?
£V/
J M-/2 ( [ -* - //)
I c{ï I) . __
7 O ' !Xn /?,
г = m я /тг 1
* / =  і
h
J C p
m I a
Tc
g  C A ( /  +  l )
g  с  R i
Sc
k = m - i  a(i+ ky
k = \ P]
‘  (I I Г) S C  L 1 ,  £  _ Æ 1 T 1 _ y  X T g / '  c I
Xi-Tf
O " ')
( 10'" )
* Cm. также [12].
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На фиг. 3 показан прогрев стального цилиндра диаметром d =  0,3 м 
и длиной / =  0,6. Кривая 1 (изменение температуры поверхности) и кри­
вая 2 (центра) построены по формуле (9"). Кривые V  и 2' построены 
для тех же условий методом перемножения температурных критериев 
при аизл =-200 ккал/м2час град.
Фиг. 3. Прогрев стального цилиндра d =  0,3 м, 1 =  0,6 м при X =  30 ккал/м час град. 
а=0,0225 м2/час; Сцзл= 3,65 ккал/м2 час 0K4.
 Расчетные данные изменения температуры поверхности и центра цилиндра,
полученные по формуле (9")
----------------тоже по методу перемножения температурных критериев при аизл =  200
ккал/м2 час. град.
ЗА КЛЮ ЧЕНИ Е
1. Распределение температурного поля вдоль линии стока тепла в 
теле, при распространении последнего более чем в одном измерении, мо­
жет быть представлено выражением, не отличающимся по сложности от 
одномерной задачи (см. [12]).
2. Расчетные соотношения (9) (12) могут быть рекомендованы
как приближенные формулы для определения температурного поля 
вдоль линии стока тепла в параллелепипеде и коротком цилиндре при 
прогреве их по закону лучеиспускания.
Основные обозначения
T0
g  с
gci
температура источника тепла, °К, 
начальная температура тела, °К,
поток лучистого тепла от источника в пустоту, ккал
M 2 час
лучистый поток тепла на поверхности тела в итый момент вре­
мени, определяемый из соотношения,
T И  /  T1 - \4  
_£
100gci — еп ' C 0 V - ( —J \ 100
T n t* ) распределение температуры вдоль линии стока тепла в теле 
в m -ный момент времени,
Rx — половина наименьшего измерения тела, м,
T i— расчетный интервал времени, час,
— погрешность расчета, 
a, Xf с — теплофизические характеристики вещества тела.
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